Un théorème de Rao pour les familles de courbes gauches 



Introduction. 

On connaît le théorème de Rao pour les courbes localement Cohen-Macaulay et 
équidimensionnelles de P 3 (espace projectif de dimension 3 sur un corps k algébrique- 
ment clos). Rappelons que le module de Rao d'une courbe C est le .R-module gradué de 
longueur finie (avec R = k[X, Y, Z,T]) : 



On 



O 
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On renvoie à [MDP1] ou [Mi] pour des précisions sur ce module et sur la liaison des courbes 
^ ■ gauches. On a alors le théorème de Rao originel (cf. [RI], 1979) : 

Théorème de Rao, première forme. Deux courbes C et C sont dans la même 
classe de liaison (resp. de biliaison, ou liaison paire) si et seulement si leurs modules de 
^ . Rao sont isomorphes ou duaux, à décalage près (resp. isomorphes, à décalage près). 

Q\ : 

Rao a énoncé une variante de son théorème (cf. [R2] 1981) que l'on peut formuler 
plus aisément avec la notion de résolution de type N (resp. E) (cf. [MDP1] II) : si C est 
§ ' une courbe, une telle résolution est une suite exacte de faisceaux sur P 3 : 

W> O^V^M^Jc^O (resp. O^S^F^Jc^O) 

où V et T sont dissociés (i.e. sommes d'inversibles) et où M et £ sont des faisceaux 
^ ■ localement libres vérifiant H^Af = (resp. H\E = 0). Ces faisceaux sont bien déterminés 
à isomorphisme stable près, c'est-à-dire à adjonction de sommes directes d'inversibles près. 
On a ainsi une application qui à une courbe C associe la classe d'isomorphisme stable du 
faisceau Af (resp. S) et Rao a montré que cette application est surjective et que ses fibres 
sont données par le théorème suivant (cf. aussi [N]) : 

Théorème de Rao, deuxième forme. Soient C,C deux courbes et M, M' (resp. 
S, S') les faisceaux intervenant dans une résolution de type N (resp. E) de C et C . Alors 
C et C sont dans la même classe de biliaison si et seulement si Af et Af' (resp. S et £') 
sont stablement isomorphes, à décalage près. 

Il est facile de passer d'une forme à l'autre des théorèmes de Rao. Dans un sens on 
utilise l'égalité Me = H^N et dans l'autre le fait que N se retrouve comme faisceau associé 
à un module de syzygies de la résolution libre de Me (cf. [MDP1] II). En fait, on voit 
aisément que le foncteur qui à un faisceau N (vérifiant H% H = 0) , à isomorphisme stable 
près, associe H^M, à isomorphisme près, est une équivalence de catégories (cf. [Ho] 9.1). 
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Nous allons montrer ici l'analogue du théorème de Rao, deuxième forme, pour les 
familles (plates) de courbes de P 3 (paramétrées par un anneau noethérien local A)^ 1 ) 
Pour cela nous généralisons les notions de résolutions de type N et E d'une famille C, ce 
sont des suites exactes comme les suites (1) ci-dessus mais avec comme seule hypothèse 
le fait que Af et £ sont localement libres sur P^, nous montrons qu'il existe de telles 
résolutions et que les faisceaux Af et £ sont bien déterminés à pseudo-isomorphisme 
près. Cette notion de pseudo-isomorphisme s'exprime en termes de foncteurs de la catégorie 
des A-modules dans celle des i^^-modules gradués : 

Définition 2.1. Soient Af et Af' des faisceaux cohérents sur P A et plats sur A et soit 
f un morphisme de Af dans Af'. On dit que f est un pseudo-isomorphisme (en abrégé un 
psi) s'il induit : 

0) un isomorphisme de foncteurs H°(Af(n) <S>a .) — > H°(Af'(n) ®a •) pour tout nCO, 

1) un isomorphisme de foncteurs H}(Af ®a •) — ► Hl(Af' <S>a .) et 

2) un monomorphisme de foncteurs Hl{Af ®a •) — > H%(Af' ®a •)• 

Deux faisceaux cohérents seront dits pseudo-isomorphes s'il existe une chaîne de psi qui 
les joint. 

Cette notion généralise celle d' isomorphisme stable : on montre en effet (cf. 2.4) que 
/ : M — > Af' est un psi si et seulement si M est stablement isomorphe à une extension (pas 
nécessairement scindée) de Af' par un dissocié. On obtient alors les théorèmes suivants, 
lorsque le corps résiduel de A est infini : 

Théorème 3.1. Soient C et C deux familles plates de courbes paramétrées par l'anneau 
local A. Alors, C et C sont dans la même classe de biliaison si et seulement si Je et Je 
sont pseudo-isomorphes, à décalage près. 

Théorème 3.2. Soient C et C deux familles plates de courbes paramétrées par l'anneau 
local A, munies de résolutions de type N (resp. E), avec des faisceaux Af, Af' (resp. £, 
£'). Alors, C et C sont dans la même classe de biliaison si et seulement si Af et Af' sont 
pseudo-isomorphes, à décalage près (resp. si £ v et £' y sont pseudo-isomorphes, à décalage 
près). 

Pour avoir une variante de ces théorèmes qui ressemble plus à celle de Rao on procède 
de la manière suivante : on note d'abord que toute classe de faisceaux cohérents pour la 
relation de pseudo-isomorphisme contient un faisceau Af dit extraverti c'est-à-dire vérifiant 
Ext 1 Ra (H®Af, Ra) = 0. ( 2 ) De plus ces faisceaux sont uniques dans leur classe, à isomor- 
phisme stable près. Toute famille de courbes admet une résolution de type N extravertie 
i.e. avec Af extraverti (resp. de type E introvertie i.e. avec £ y extraverti). On a alors : 



( 1 ) Dans un travail ultérieur [HMDP3] nous donnerons la variante qui généralise le 
théorème de Rao première forme et qui nécessite l'introduction d'objets nouveaux : les 
triades. Dans un autre article [HMDP2] nous construirons des familles de courbes associées 
aux faisceaux localement libres, c'est-à-dire l'analogue de la surjectivité de l'application 
C Af. 

( 2 ) Cette condition généralise la condition Hl(Af) = 0, cf. 2.7. 
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Théorème 3.3. Soient C et C deux familles plates de courbes paramétrées par Vanneau 
local A, munies de résolutions de type N extraverties (resp. de type E introverties), avec 
des faisceaux Af, Af' (resp. S, £'). Alors, C et C sont dans la même classe de biliaison si 
et seulement si Af et Af' (resp. S et £') sont stablement isomorphes à décalage près. 

Pour une caractérisation de la liaison impaire, cf. 3.10. 

Les résultats établis ici dans le cas des courbes de P 3 se généralisent sans difficulté au 
cas des sous-schémas de codimension 2 de P™. On obtient ainsi le théorème suivant (cf. 
3.11 pour la définition de pseudo-isomorphisme) : 

Théorème 3.13. Soient C et C deux familles plates de sous-schémas de P n (n > S), 
de pure codimension 2, sans composantes immergées, paramétrées par Vanneau local A, 
munies de résolutions de type N (resp. E), avec des faisceaux Af, Af' (resp. £, £'). Alors, 
C et C sont dans la même classe de biliaison si et seulement si Af et Af' sont pseudo- 
isomorphes, à décalage près (resp. si £ v et £' v sont pseudo-isomorphes, à décalage près). 

0. Rappels et notations. 

Soit A un anneau noethérien. On pose T = SpecA On note ou Pf, 1 espace 
projectif de dimension 3 sur A et Ra l'anneau A[X, Y, Z, T]. Si T est un faisceau cohérent 
sur P^ on note H*? le A-module iT(P^, T) et on pose H\T = n6Z H^n). 

Une généralisation de la notion de module libre est celle de .R^-module dissocié. Il 
s'agit des -R^-niodules gradués de la forme 

r 

F = ^M,® A R A (-rii), 
i=i 

où les rti sont des entiers et les Mi des A-modules projectifs de type fini. Un i?^-module 
dissocié est projectif sur Ra et même libre si A est local. 

De même, on introduit la notion de faisceau dissocié sur P^ : c'est un faisceau de 
la forme 

r 

^ = 0M,® A PA (-m) 

i=l 

où les rii sont des entiers et les Mi des A-modules projectifs de type fini. Si le module F 
est dissocié le faisceau associé F l'est aussi ; si le faisceau T est dissocié le module H^fF 
l'est aussi. 

Deux faisceaux T et T' sur P A sont dits stablement isomorphes s'il existe des 
faisceaux dissociés C et C et un isomorphisme T © £ ~ T' © C Cette relation est une 
relation d'équivalence. 

Sur un corps k, on appelle courbe un sous-schéma de P| de dimension 1, sans com- 
posante ponctuelle (immergée ou non), c'est-à-dire localement de Cohen-Macaulay. On 
appelle surface un sous-schéma équidimensionnel de dimension 2, donc un diviseur sur P|. 
Une surface est définie par une unique équation / G H°(P^ Op(d)). 
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Soit T un schéma. On rappelle qu'une famille de courbes gauches C sur T (on dira 
simplement une courbe de Py), est un sous-schéma fermé de P^, plat sur T, et dont les 
fibres sont des courbes au sens précédent. On note Oc le faisceau structural de C et Je le 
faisceau d'idéaux qui définit C dans V\. 

Une surface de Pf, est un sous-schéma fermé X de P^, plat sur T tel que, pour tout 
t G T, X t est une surface de P|( t )- Si le schéma T est connexe, le degré de X t est un entier 
d indépendant de t. 

Soit M un faisceau cohérent sur P|,, plat sur T. Rappelons que la dimension projective 
de M (notée dp M) est le plus petit entier n tel qu'il existe une résolution 

-> 7\ -> K-i -> ► 7>o -> M -> 

avec les 7-^ localement libres. On a alors le résultat suivant : 

Proposition 0.1. Soit A un anneau noethérien, T = SpecA et soit M. un faisceau 
cohérent sur P|,, plat sur A. Si t est un point de T on pose M(t) = M ®a k(t). Soit q un 
entier > 0. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) dp M < q, 

ii) £xt t 0p (Ai, O-p) = pour tout i > q, 

iii) pour tout point t G T, dp M.(t) < q, 

iv) pour tout point t ET, prof M. (t) > 3 — q. 

Démonstration. L'équivalence de i) et ii) est standard, celle de i) et de iii) résulte de la 
platitude de M, enfin, celle de iii) et iv) découle du théorème d'Auslander-Buchsbaum. 

Remarques 0.2. Notons deux conséquences de la proposition 0.1 : 

1) Le faisceau M. est localement libre (i.e. dp .M = 0) si et seulement si on a 

Ex? 0p {M,Oj>) = pour tout i > 0. 

2) En vertu de iv), la condition dp .M < 2 est équivalente à la nullité du foncteur 
H°(AA(n) ®a •) pour n C 0. En effet, par dualité (cf. [H] 7.4), cette dernière condi- 
tion est équivalente à Ext @ p (M, ujp(n) <S>a •) = Ext % p (M , Op(n — 4) <S>a •) = pour 
n ^> 0, c'est-à-dire à la nullité du faisceau £xtQ p (Ai, O-p). 

3) Si C est une famille de courbes paramétrée par A on a dp Oq = 2 et dp Je = 1. 
1. Liaison sur une base. 

Soit A un anneau noethérien, T = Spec A. On suppose T connexe. ( 3 ) 

Définition 1.1. Une courbe C de P^ est une intersection complète de bidegré (rfi,^) 
si, pour tout t G T, C t est une intersection complète de bidegré {d\, cfe) de P|. 

Attention, sur un anneau quelconque la courbe C est seulement localement sur T 
intersection de deux surfaces de Pf,. Sur un anneau local on a la proposition suivante : 

( 3 ) Les résultats de ce paragraphe sont valables sur un schéma T localement noethérien. 
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Proposition 1.2. On suppose T = SpecA où A est un anneau local noethérien. Soit 
C une intersection complète de bidegré (di, d 2 ) de P^. On a une suite exacte : 

-> C p3 (-di - d 2 ) -> C P 3 (-4) © C p3 (-d 2 ) -> J c -> 0. 



Définition 1.3. Soit X> une intersection complète de P^ et soient Ci et C 2 deux courbes 
de Pj, schématiquement contenues dans V. Soit pi : Ox> — > C^c* ^ a surjection canonique, 
qui induit un homomorphisme injectif <fi : HomopiOc^ Ox>) — > Cp- 

On dit que Jes courbes Ci et C 2 sont liées par V si, pour % = 1,2 (modulo 2), l'image de 
(fi est Vidéal Jc i+1 ,T>- En particulier on a les isomorphismes : 

JcuV^HomoAOc^Ov) et J C2 , V - Hom 0p (0 Cl , O v ). 

On dit alors que Von passe de Ci à C 2 par une liaison élémentaire. 

La proposition suivante est due à Kleppe, cf. [K] 2.4. 

Proposition 1.4. Soit C une courbe de Pf, contenue dans une intersection complète 
V. Soit (p : Homop(Oc, Ot>) — > C^x» l'homomorphisme canonique associé. Alors l'image 
de (p est Vidéal Jc,v d'une courbe C et les courbes C et C sont liées par V. 
De plus, la liaison commute aux fibres, Le., pour tout t ET, les courbes C(t) et C'(t) sont 
liées par V{t). 

Définition 1.5. Soient Ci et C 2 deux courbes de Pf.. On dit qu'on passe de Ci à C 2 
par une biliaison élémentaire (d, h) s'il existe une surface Q de P^ de degré d et un entier 
h tels que l'on ait Jc u q — Jc 2 ,Q(h). 

La proposition suivante montre comment construire des biliaisons élémentaires : 

Proposition 1.6. Soit C une courbe de Pf, et soient d, h deux entiers, avec d > 0. Soit 
Q une surface (plate sur A) contenant C et soit u : Jc/Q,{—h) — > Oq un homomorphisme 
tel que, dans chaque fibre en t G T, u(t) soit injectif et non surjectif. Soit Oc le conoyau 
de u. Alors C est une famille (plate) de courbes et u induit un isomorphisme de Jc/Q.{~h) 
sur Jc/q' , de sorte que C est obtenue à partir de C par une biliaison élémentaire (d, h). 
Si A est local il suffit de vérifier la condition ci-dessus au point fermé. 
Si h est > et si A est local on obtient de telles biliaisons élémentaires (dites tri- 
viales) en prenant pour u la restriction à Jc/q de la multiplication par un élément 
H G H (Pj,, Op(h)), non diviseur de dans ia fibre fermée de Q, c'est à dire corres- 
pondant à une surface qui coupe proprement Q dans cette fibre. 

Démonstration. Cela résulte de [MDP1] III 2.3 et 2.6 et de [EGA] IV, 11. 

Définition 1.7. On dit que Ci et C 2 sont liées (resp. biliées) si, pour tout t G T, il 
existe un voisinage ouvert U de t tel que Ci et C 2 sont jointes par une suite de liaisons 
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(resp. biliaisons) élémentaires. La relation de liaison (resp. de biliaison) est une relation 
d'équivalence. 

Proposition 1.8. Deux courbes Ci et C 2 sont biliées si et seulement si elles sont jointes, 
localement sur T, par une suite formée d'un nombre pair de liaisons élémentaires. 

Démonstration. On montre, exactement comme dans [MDP1] III 2.3, qu'une biliaison 
élémentaire sur la surface Q est équivalente à deux liaisons élémentaires sur les surfaces 
Q,S et Q,S'. Il reste à voir que si, partant d'une courbe C, on effectue une liaison sur 
des surfaces Q,S pour obtenir C puis une autre sur les surfaces Q',S' pour obtenir C" on 
peut passer de C à C" par des biliaisons élémentaires. Pour cela on choisit une surface T, 
contenant C, de degré assez grand pour que T coupe proprement Q et Q' et on effectue 
successivement les liaisons suivantes : 

ç Q,S ç, Q,T ^ Q,T g Q',T ^ QjJT ^ Q^S' ^„ 

et on passe ainsi de C à C" par trois biliaisons élémentaires sur les surfaces Q, T, Q'. 
2. Pseudo-isomorphismes et résolutions de type E et N. 

a) Définition des pseudo-isomorphismes. 

Définition 2.1. Soient Af et Af' des faisceaux cohérents sur V\ et plats sur A et soit 
f un morphisme de Af dans Af' . On dit que f est un pseudo-isomorphisme (en abrégé 
un psi) s'il induit : 

0) un isomorphisme de fondeurs H (Af(n) <£>a •) — ► H°(Af'(n) (Su .) pour tout n < 0, 

1) un isomorphisme de fondeurs H} (M ' ®a •) — > Hl{M' ®a •) et 

2) un monomorphisme de fondeurs H^(M ' <S>a •) — > H%(Af' ®a •)• 

Deux faisceaux cohérents sur P A et plats sur A seront dits pseudo-isomorphes s'il existe 
une chaîne de psi qui les joint : 

M = AT -> M <- AT 2 -> AT 3 < ► M 2p -i <- M 2p = W . 



Remarques 2.2. 

0) La condition 0) de 2.1 est automatiquement vérifiée si les faisceaux M et M' sont 
localement libres, ou si ce sont des faisceaux d'idéaux ou si, plus généralement, on a 
dp M < 2 et dp A/ 7 < 2. Dans tous ces cas en effet H°(J\f(n) ® A •) et H°(J\f'(n) ® A •) sont 
nuls pour tout n< 0, cf. 0.2. Dans la suite de cet article nous serons la plupart du temps 
dans cette situation. 

1) On peut inverser le sens des flèches dans la chaîne qui joint M et M' . 

2) Le composé de deux psi en est un autre. 

3) Si M est un faisceau cohérent et si C est dissocié, l'injection canonique Af — > M © C et 
la projection canonique Af © C — > Af sont des psi. Deux faisceaux stablement isomorphes 
sont pseudo-isomorphes. 

4) La relation de pseudo-isomorphisme est une relation d'équivalence. 

Pour des faisceaux localement libres, on peut caractériser les psi par dualité : 



6 



Proposition 2.3. Soient M et M' des faisceaux localement libres sur V A et soit f un 
morphisme de M dans M' . Alors, f est un psi si et seulement si f v : A/" /v — > A/" v induit 
V) un isomorphisme de fondeurs H^(Af' v iS>a .) — > H^(Af y <S>a .) et 
2') un épimorphisme de foncteurs Hl(Af' v ©a .) — > Hl(Af v <S>a •)• 

Démonstration. Cela résulte de [H] 7.4 et de [AG] III 6.7. 

b) Caractérisation des psi. 

La caractérisation suivante des psi est fondamentale : 

Proposition 2.4. Soit f : H — > A/ 7 un morphisme de faisceaux cohérents sur P A et 
plats sur A. Alors, f est un psi si et seulement si il existe un faisceau dissocié C et un 
morphisme p : C — > A/ 7 tel que l'on ait une suite exacte 

0^«S^Af©£ ( -^V^0 



avec S dissocié. 

Démonstration. Si on a suite exacte comme ci-dessus, il est clair que / est un psi (cela 
résulte du fait que si C est dissocié on a Hl(C © .) = pour % = 1, 2 et H®(£(n) © .) = 
pour n C 0). 

Inversement, supposons que / : A/" — > A/"' est un psi II existe un entier no tel que, 
pour n < no, le morphisme H°J\f(n) — > H°Af'(n) est un isomorphisme. Comme A/' est 
cohérent, le module A/"' = ® n>nQ H°Af'(n) est de type fini sur Ra- Soit L un i?^-module 
libre de type fini avec une surjection L — > A' qui donne, sur les faisceaux associés un 
morphisme surjectif p : C — > A/'. Soit 5 le noyau de (/,£») : A/" © £ — > A/'. Il suffît de 
montrer que *S est dissocié. 

Montrons d'abord que le morphisme de foncteurs H®((J\f © £) © .) — > H®(Af' © .) est 
un épimorphisme. Soit Q un A-module que l'on résout par O^G^F^Q^O avec F 
libre sur A. On a le diagramme commutatif de suites exactes : 



H°((Af ® £) ® F) -> H°((N®£) ®Q) -> Hl{{J\f @ C) © G) -> Hl{{M @ C) © F) 



H*{N'®F) 



Hl(Af'®F) 



Comme / est un psi, les morphismes c et d sont des isomorphismes. Par ailleurs, comme 
F est libre, a est surjectif (pour n < n parce que H°M{n) — > H°Af'(n) l'est, pour n > n 
parce que H°C(n) — > H°Af'(n) l'est). Il en résulte que 6 est surjectif, comme annoncé. 

Alors, le morphisme de foncteurs #*((£© A/ - ) © .) — > if* (A/ 7 © .) est un épimorphisme 
pour z = 0, un isomorphisme pour i = 1 et un mono morphisme pour i = 2 et il en résulte 
que Hl(S © .) est nul pour i = 1,2. De plus, comme on a H°(C(n) © .) = pour n 0, il 
résulte de la condition 0) de la définition des psi que l'on a H°(S(n) © .) = pour n<0. 
Cela montre que S est dissocié en vertu de [H] 7.9. 
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Remarques 2.5. 

1) Une démonstration analogue à celle effectuée ci-dessus montre que dans la définition 2.1 
on peut remplacer la condition 0) par le fait que, pour n <C 0, le morphisme H M{n) — > 
H°Af\n) est un isomorphisme. 

2) Soit / : M — > M' un psi de faisceaux cohérents. La caractérisation 2.4 montre que si M' 
est localement libre il en est de même de N '. En revanche, M peut être localement libre 
sans que M' le soit, cf. 2.18.1. Cependant on a dp M < 1 -<=>• dp A/ 7 < 1 car ces conditions 
sont équivalentes à la nullité de £xt l 0p (J\f, O-p) pour i > 2, cf. 0.1. 

c,) Faisceaux extravertis. 

Proposition-Définition 2.6. Soit A/" un faisceau cohérent sur P\ et plat sur A. 
Posons N = H®Af. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) Ext^ A (iV, R A ) = 0, 

ii) Ext^ p (A/-,0 P (*)) = n6Z Ext^ p (Ar,Op(n)) = 0, 

iii) HlAf v = et Sxt^Af, O p ) = 0. 

Si on suppose, de plus, qu'on a dp A/" < 1, ces conditions sont aussi équivalentes à : 

iv) HlM y = et H localement libre. 

Un faisceau M cohérent sur V\ et plat sur A est dit extraverti s'il vérifie les conditions 
i) ii) iii) ci-dessus. 

Démonstration. Pour montrer l'équivalence de i et ii il suffit d'établir l'égalité : 

E x V Ra (N,R a ) =Ext î Op (AT,0 P (*)) pour i = 0,1, 2. 

Cette relation est claire pour i = et on obtient les autres cas par récurrence en utilisant 
une suite exacte 0-^M^P^iV^0 avec P libre et en tenant compte de l'égalité 
Ext î Op (P,0 P (*)) = Ext^ A (P,P A ) = pour i = 1,2. 

Pour l'équivalence de ii et iii on utilise la suite spectrale des Ext dont la suite exacte 
des termes de bas degré s'écrit : 

- HlM w - Ext^ p (A/-,0 P (*)) - HÏiExt^WOr)) - H^ v 

Il est alors clair que iii implique ii et que ii entraîne la nullité de HlN y . De plus, pour 
n > 0, on a /PA/" v (n) = pour i = 1,2, donc aussi H°(£xt^ p (J^, Op(n))) = ce qui 
implique la nullité du faisceau £xt. 
Le cas dp A/" < 1 résulte de 0.2.1. 

Remarque 2.7. La condition M extraverti généralise la condition usuelle H^M = im- 
posée aux faisceaux (localement libres) des résolutions de type N sur un corps. En effet, 
si on pose C = H%(Af) on a, par dualité, HlM w = C*(4) et C est nul si et seulement si 
C* l'est, de sorte que la condition donnée est bien équivalente à la nullité de H^Af. 

Dans le cas des faisceaux extravertis les psi ne sont rien d'autres que les isomorphismes 
stables : 
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Corollaire 2.8. Soit f : Af — > Af' un morphisme de faisceaux cohérents. On suppose 
Af' extraverti. Alors, f est un psi si et seulement si Af et Af' sont stablement isomorphes 
via f. 

Démonstration. Supposons que / est un psi (l'autre sens est évident avec 2.2.3). En 
vertu de 2.4 on a une suite exacte — > S — > Af © C — > Af' — > et cette suite est scindée 
parce que Ext 0p (Af', S) = (c'est vrai pour S = Op(n) puisque Af' est extraverti, donc 
aussi pour S dissocié). 

Le lemme suivant va permettre de construire des faisceaux extravertis : 

Lemme 2.9. Soit M un module de type fini sur Ra- Il existe un module P dissocié, 
un module de type fini N qui vérifie Ext Ra (N, Ra) = et une suite exacte : — > P — > 

Démonstration. On considère une couverture minimale P' — > Ext Ra (M, Ra)-, où P 1 est 
un P/i-module libre gradué. La composition des flèches : 

Ra^P' ® P y -> Ext Ra (M, R A ) <g> P' v -> Ext ^ A (M, P' v ) 

fournit une extension de M par P v , donc une suite exacte 0^P V — > — > M — > 0. 
Lorsqu'on la dualise, on obtient un cobord P' — > Ext Jj A (M, P^) qui est l'homomorphisme 
dont on est parti, donc qui est surjectif. Autrement dit, on a Ext Ra (N, Ra) = 0, et en 
posant P = P v , on a la suite annoncée. 

Proposition 2.10. 

1 ) Soit A4 un faisceau cohérent sur P A et plat sur A. Il existe un faisceau extraverti Af et 
un faisceau dissocié V et une suite exacte — > V — > Af-^AA — > 0, de sorte que p est un 
psi. 

2) Si on suppose dp A4 < 1 (par exemple si A4 est localement libre sur P S A ou si A4 = Je 
est le faisceau d'idéaux d'une famille de courbes) le faisceau Af est localement libre. 

Démonstration. On considère le P/i-module de type fini M = n>o H°A4(n). Le point 
1) résulte aussitôt de 2.9 appliqué à M. 

Pour le point 2) on note que l'hypothèse dp A4 < 1 impose £xt l 0p (A4, O-p) = pour 
i > 2, donc encore £ xt ^ p (Af, 0p) = pour % > 2. Comme Af est extraverti on a aussi 
Op(A/", 0p) = en vertu de 2.6 et il en résulte que Af est localement libre (cf. 0.2.1). 

d) Le lemme de Verdier. 

Nous montrons ici un lemme qui permet de réduire la longueur des chaînes de psi à 
deux. C'est un analogue du calcul de fractions introduit par Verdier dans [V]. 

Proposition 2.11. (Lemme de Verdier) Soient Af' et Af" des faisceaux cohérents et 
plats sur A (resp. localement libres sur P A ) pseudo-isomorphes. Il existe un faisceau 
cohérent et plat sur A (resp. localement libre sur V\) Af et des psi : Af' <— Af — > Af" . De 
plus, on peut supposer Af extraverti. 

Démonstration. Le résultat provient, par récurrence sur la longueur d'une chaîne de psi 
joignant les faisceaux, du lemme suivant : 
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Lemme 2.12. Soient Af, Af', Af" des faisceaux cohérents et plats sur A (resp. localement 
libres sur P\) avec des psi f : Af' — > Af et f" : Af" — > A/". II existe un faisceau cohérent 
plat sur A (resp. localement libre sur P\) A4 et des psi g' : A4 — > Af' et g" : A4 — > A/"". 

Démonstration, (du lemme 2.12) Vu la remarque 2.5.2, il suffit de traiter le cas cohérent. 
Quitte à ajouter à Af' et Af" des faisceaux dissociés on peut supposer qu'on a des suites 
exactes — > 5' — > A/ 7 — > A/" — > avec 5' dissocié et l'analogue avec A/"". On prend alors 
pour A/f le produit fibre A4 = Af' x _^ A/"" et on a le diagramme de suites exactes suivant : 





i 

S' 
i 

M 

9' 

Af" 

i 





I 

Af' 
I 

Af' © Af" 
ï 

Af" 

i 





I 

AT 

Af 

i 




On a ainsi le psi g" cherché et on procède de même pour g'. 
L'assertion sur extraverti résulte de 2.10. 

Proposition 2.13. Soient Af et Af' des faisceaux extravertis. Alors Af et Af' sont 
pseudo-isomorphes si et seulement si ils sont stablement isomorphes. 

Démonstration. C'est clair avec 2.11, 2.8 et le fait que la relation d'isomorphisme stable 
est une relation d'équivalence. 

Dans le cas d'un anneau local, la structure de la classe d'isomorphisme stable est 
particulièrement simple : 

Proposition 2.14. On suppose A local. La classe de pseudo-isomorphisme d'un fais- 
ceau Af cohérent et vérifiant dp Af < 1 contient un faisceau Ao localement libre, extraverti, 
sans facteur direct dissocié. Tout autre faisceau cohérent extraverti de la classe est de la 
forme Afo © C où £ est dissocié. Le faisceau Afo est unique à isomorphisme près. 

Démonstration. L'existence est évidente avec 2.10. Si Af est un autre faisceau extraverti 
de la classe, il est stablement isomorphe à Afo par 2.13. On montre alors qu'il est de la 
forme Afo © C en raisonnant comme dans [N] Proposition 2.3. (Dans [N] l'assertion est 
donnée dans le cas d'un corps, mais on la généralise au cas d'un anneau local en notant 
que si on a un morphisme surjectif (/, /') : M © M' — * A de A-modules, alors / ou /' est 
surjectif). L'unicité en découle aussitôt. 
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e) Résolutions de type E et N. 

Définition 2.15. Soit C une courbe de P^. Une résolution de type N (resp. E) de C 
est une suite exacte de faisceaux sur P^: 

O^V^M^Jc^O (resp. 0^£^F^J c ^0) 

oùV et T sont dissociés et où Af et £ sont localement libres. 

Définition 2.16. Soient r et r' deux résolutions de type N d'une courbe C. Un 
morphisme r — > r' (resp. un isomorphisme) consiste en la donnée de deux morphismes de 
faisceaux u, v (resp. deux isomorphismes) rendant commutatif le diagramme suivant : 

(r) -> P -> M -> Je -> 

I U V \\ 

(r') -> P' -> Af' -> J c -> 

On a évidemment une définition analogue avec les résolutions de type E. 
Remarques 2.17. 

0) On notera que si on a une résolution 0— >P— >A/"— ►Je - *0 (resp. — > £ — > JF — > 
Je - *■ 0), avec A/" (resp. £) cohérent et P (resp. JF) dissocié, alors Af vérifie dp A/" < 1 
(resp. £ est localement libre). Cela résulte de 0.1 et de l'égalité £xt l {Je, Cp) = pour 
% > 2. 

1) Si — > P^k/V -> Je -> est une résolution de type IV et C un faisceau dissocié 
quelconque on obtient une autre résolution de type N en prenant : 

o -> p © £^Ve £ -> Je -> o. 

On a, bien entendu, une assertion analogue pour les résolutions de type E. 

2) Soit r une résolution de type N : ^ V ^ N ^ J c ^ et soit un / : M' -> A/" 
un psi En vertu de 2.4, il existe des faisceaux dissociés S et £ et une suite exacte 
t) —> S —> N' ® C-^Af -> 0. On en déduit une résolution r' de type N : -> P © 5 -> 
A/ - ' © £ — > Je — ► et un morphisme de r' dans r induit par (f,p). 

3) Si on a des résolutions de type N et E de Je les faisceaux M et £ sont reliés, avec les 
notations de 2.15, par la suite exacte suivante : 0^£^P©jF^A/'^0 (passer aux 
modules et relever la flèche de F dans le en une flèche de F dans N). 

f) Lien avec les psi. 
Proposition 2.18. 

1) Soit C une courbe de P\ munie d'une résolution de type N : -> P -> M^J C -> 0. 
Alors p est un psi. 

2) Si C est une courbe de V\ et Q une surface contenant C, le morphisme Je — > Jc/Q es t 
un psi. 

3) Si on a deux résolutions de type N de C les faisceaux Af intervenant dans ces résolutions 
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sont pseudo-isomorphes. Si ces résolutions sont extraverties (cf. 2.22) les faisceaux corres- 
pondants sont stablement isomorphes. 

Démonstration. Dans les deux cas 1) et 2) cela résulte de 2.4 : c'est clair pour 1) et, 
pour 2), si Q est de degré s, on a la suite exacte — > Cp(— s) — > Je — » Jc/Q - *■ 0. 

Si on a deux résolutions de type N, les faisceaux J\f et A/"' sont tous deux pseudo- 
isomorphes à Je en vertu de 2.4, ce qui donne la première assertion de 3). Le cas extraverti 
résulte de 2.13. 

Lorsqu'on a un morphisme de résolutions le résultat suivant précise 2.18.3 et vaut 
aussi pour les résolutions de type E : 

Proposition 2.19. Soit C une courbe et ip : r — > r' un morphisme entre deux résolutions 
de type N (resp. E) de C. Alors le morphisme induit par ip sur les faisceaux M — > M' 
(resp. S — > S') est un psi (resp. le dual d'un psi). 

Démonstration. Faisons le pour le cas du type N, l'autre est analogue. Cela résulte du 
fait que, comme V est dissocié, donc n'a ni H 1 ni H 2 on a des isomorphismes des foncteurs 
Hl(N '(g) .) ~ Hl(Jc <8> •) — Hl(Af' <8> •) et un diagramme commutatif : 

- #* 2 (A/-®.) - HÎ{J C ®.) - ••• 

¥2 j 

- Hl(M'®.) - Hl(J c ®.) - ••• 
qui montre que f2 est un monomorphisme de foncteurs. 
g) Existence des résolutions de type E. 

Proposition 2.20. Soit C une courbe de P\. Il existe une résolution r de type E de 
C. On peut supposer cette résolution introvertie, c'est-à-dire telle que S v soit extraverti. 

Démonstration. On considère le = H® Je- Soit F un i?^-module libre avec p : F — > Iq 
surjectif et soit E le noyau de p. Alors la suite de faisceaux associés O^S^J-'^Jc^O 
est une résolution de type E introvertie. 

En effet, comme Je est plat sur A il en est de même de S. De plus, dans chaque 
fibre en t G T, £(t) est localement libre, donc S est localement libre. Par ailleurs, S v est 
extraverti car p est surjective. 

Proposition 2.21. (Domination) Soient r\ et r2 deux résolutions de type E de C. Il 
existe une résolution r de type E introvertie avec des morphismes r± — > r et r 2 — > r. 
Les faisceaux et correspondants sont pseudo-isomorphes. Si ces résolutions sont 
introverties les faisceaux Si et £2 sont stablement isomorphes. 

Démonstration. Posons, pour k = 1,2, (r^) = (0 — > — > Tu — > Je — > 0) et soit 
l'image du module libre F^ dans H® Je de sorte que I\ et I2 sont contenus dans le- Si 
on prend un module libre F avec une suite exacte O^E^F^Ic^Oon vérifie 
aussitôt que les inclusions des dans le se relèvent aux suites — > E^ — > — > //. — > 
et fournissent les morphismes souhaités. 

En vertu de 2.19 les faisceaux E\ et £2 sont pseudo-isomorphes. Le cas introverti 
découle de 2.13. 
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h) Existence de résolutions de type N. 

Proposition 2.22. Soit C une courbe de P\. Il existe une résolution de type N de C. 
On peut supposer cette résolution extravertie c'est-à-dire telle que M soit extraverti. 

Démonstration. Comme le faisceau Je est plat sur A et vérifie dp Je < 1 5 cela résulte 
de 2.10.2. 

Proposition 2.23. (domination) Soient r\ et r 2 deux résolutions de type N de C. Il 
existe une résolution r de type N extravertie avec des morphismes r — > r\ et r — > r 2 . 

Démonstration. En utilisant 2.11 et les remarques 2.17.1 et 2.17.2 on se ramène au cas 
où les deux résolutions sont extraverties avec le même M et il s'agit de montrer qu'il 
y a un morphisme de l'une dans l'autre. Comme on a Ext \ A (N, Ra) = 0, donc aussi 
Ext \ A (N, P) = 0, puisque P est dissocié, l'identité de le = H* Je se relève en une flèche 
de N dans TV qui donne le morphisme cherché. 

i) Comportement des résolutions par liaison. 

Si C est une courbe de P^, le faisceau dualisant relatif de C sur T est, par définition : 

u c/ T = £xt 2 0pT (O c ,0 PT (-4)) 
et on a les résultats suivants (cf. [S], 3.2 et 3.3, voir aussi [BPS] et [JS]) : 



1) £xt l (u C /t,0 Ft ) 



2) £xt* (O c ,0 FT ) 



si i ^ 2, 

C c (4) si i = 2. 

si i ^ 2, 

co> c / T (4) si i = 2. 



Soit C\ une courbe de P^, contenue dans une intersection complète T>, de bidegré 
(s, t). On suppose qu'on a une résolution de V comme en 1.2 (c'est le cas, par exemple, si 
A est local) : 

-> O p (-s - t) -> O p (-s) © P (-t) ^J v ^0. 

Soit C2 la courbe liée à Ci par V (cf. 1.4). Les deux propositions suivantes comparent les 
résolutions de Ci et C 2 : 

Proposition 2.24. Soit — > V — > A/" — > Jci ^ une résolution de type N de Ci. On 
a une résolution de type E de C 2 : 

-> A/" v (-s - *) -> P v (-s - t) © Op(-s) © Op(-t) -> Jc 2 -> 0. 
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Démonstration. La méthode est classique, cf. [PS] 2.5. Comme la flèche H®N — > H^.Jc x 
est surjective, l'inclusion Jx> C Jc x se relève en un morphisme des résolutions. En dualisant 
ce morphisme on obtient le morphisme de complexes suivant (en degrés 1 et 0) : 

i i 
(M.) Op(s)®0 P (t) -> C P (s + t) 

Les groupes d'homologie en degré 1 sont tous deux isomorphes à Op et en degré on 
trouve respectivement h^L, = £xt 0p (J'c 1 ,Op) ~ u>Ci/t(4) et HqM . = £xt\) (Jqy^p) = 
wx»/t(4) en vertu du rappel. 

On considère la suite exacte — > J7x> — > J7ci - *• <Jc 1 ,t> 0. La définition de la liaison 
donne un isomorphisme : Jc x ,t> — Homop (Oc 2 , Ox>) et, vu la résolution de Ot>, ce faisceau 
est encore isomorphe à Ext ç> p (Oc 2 , Op(—s — £)) = o>e 2 /x(4 — s — t). On a donc la suite 
exacte 

-> -> J" Cl -> ^c 2 /t(4 - s - *) -> 

qui, par dualité donne 

0^u; Cl/T (4)^w î ) /T (4)^C C2 (s + t) ^0 

en vertu des résultats de Schlesinger. 

On considère alors le cône C . du morphisme L. — > M. : 

(C.) A/" v ^p v ©0 P (s)©Op(t) ^0 P (s + t). 

On a /i l C. = pour i > 1 et la suite exacte d'homologie : — > /lo-k. - ► h$M . — > /z-oC. — > 
montre qu'on a /ioC. = ^c 2 ( s + d'où la suite exacte 

et la conclusion s'ensuit. 

Proposition 2.25. Soit — > £ — > JF — > J r Cl — > une résolution de type E de Ci. On 
suppose que le morphisme composé Op(—s) © C?p(— £) — > Ji? C Jc 1 se relève à JF. Alors 
on a une résolution de type N de Ci : 

-> J^ v (-s - *) -> £ v (-s - t) © Op(-a) © Op(-t) -> Jc 2 -> 0. 



Démonstration. L'existence du relèvement étant assurée, la démonstration est identique 
à la précédente. 
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Remarques 2.26. 

1) L'hypothèse de l'existence d'un relèvement dans 2.25 est vérifiée si le faisceau £ vérifie 
H\S = 0, ou si on prend s, t > n où no est le plus petit entier au-delà duquel on a 
H^Ein) = 0. 

2) On peut utiliser 2.25 pour donner des variantes de l'existence des résolutions de type 
N. 

3) Il résulte de 2.25 et 2.26 et de 1.8 que, par biliaison, les faisceaux £ et Af sont invariants, 
à adjonction d'un faisceau dissocié près. 

3. Le théorème de Rao. 

a) Énoncés. 

Dans ce paragraphe on suppose l'anneau A local noethérien et on note m a son radical. 
Soient t le point fermé de T = Spec A et k(t) le corps résiduel, qui sera supposé infini. 

Soient H un A-module de type fini, H = H<S>Ak(t) le £;(£)-espace vectoriel de dimension 
finie obtenu par réduction modulo m a et ir : H — > H la projection canonique. Nous dirons 
qu'une propriété P des éléments de H est vraie pour h "général" dans H s'il existe un 
ouvert de Zariski non vide U du schéma affine associé à H tel que P soit vraie pour tout 
h G 7r _1 (L r ). Puisque k(t) est infini, un tel ouvert a des points rationnels, et son image 
réciproque 7r _1 (£/"), considérée comme sous-ensemble du A-module H, n'est pas vide. 

Nous donnons trois variantes du théorème de Rao. 

Théorème 3.1. Soient C et C deux familles plates de courbes paramétrées par A. 
Alors, C et C sont dans la même classe de biliaison si et seulement si Je et Je sont 
pseudo-isomorphes, à décalage près (Le., il existe un entier h tel que Je et Je (h) sont 
pseudo-isomorphes ) . 

Théorème 3.2. Soient C et C deux familles plates de courbes paramétrées par A, 
munies de résolutions de type N (resp. E), avec des faisceaux Af, Af' (resp. S, S'). Alors, 
C et C sont dans la même classe de biliaison si et seulement si Af et Af' sont pseudo- 
isomorphes à décalage près (resp. si £ v et £' y sont pseudo-isomorphes à décalage près). 

Théorème 3.3. Soient C et C deux familles plates de courbes paramétrées par A, 
munies de résolutions de type N extraverties (resp. de type E introverties), avec des 
faisceaux Af, Af' (resp. £, £'). Alors, C et C sont dans la même classe de biliaison si et 
seulement si Af et Af' (resp. si £ et £') sont stablement isomorphes à décalage près. 

b) Démonstration : condition nécessaire. 

On suppose C et C dans la même classe de biliaison. 

Vu les définitions de la biliaison et des psi, on peut supposer qu'on passe de C à C 
par une biliaison élémentaire. On a alors une surface Q contenant C et C et un entier 
h tels que l'on ait un isomorphisme Jq/q — Je/Q(h), de sorte que ces faisceaux sont 
pseudo-isomorphes. On en déduit que Je et Je (h) le sont aussi par 2.18.2, d'où le sens 
direct de 3.1. On en déduit aussi, par 2.18.1, que les faisceaux Af et Af'(h) de résolutions 
de type N de C et C sont pseudo-isomorphes, d'où 3.2 pour le type N et 3.3 pour le type 
N extraverti résulte alors de 2.13. Pour les assertions sur les résolutions de type E on lie 
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C (resp. C) à Ci (resp. C[) et on applique ce qui précède à ces courbes en utilisant 1.8 et 
2.25. 

c) Démonstration : condition suffisante. 

Notons déjà que, quitte à faire deux liaisons comme ci-dessus, on peut se contenter de 
montrer 3.3 (ou 3.2) dans le cas des résolutions de type N. On en déduira alors 3.1 grâce 
à 2.18. 

On va montrer la proposition suivante : 

Proposition 3.4. Soient C et C deux courbes de P A admettant les résolutions de type 
N (ou de type N décalée) suivantes : 

O^V^N^Jc^O et o -> P' -> JV -> Jc(h)^0 

où h est un entier et où le faisceau Af est le même pour les deux résolutions. Alors, C et 
C sont dans la même classe de biliaison. 

Il est clair que cette proposition implique la condition suffisante dans 3.3 ou 3.2. En 
effet, si on a des résolutions de type N extraverties de C et C avec Af et Af' stablement 
isomorphes à décalage près on obtient des résolutions de type N avec le même Af comme 
en 3.4 en ajoutant des dissociés, cf. remarque 2.17.1. 

d) Démonstration de 3.4- 

En passant aux sections globales on a les suites exactes de modules déduites des 
résolutions ci-dessus : 

-> P^N^I C ^ et -> P'^N^I C , (h) -> 0, 

que l'on peut récrire sous la forme : 

O^P^P'JUN^P'^^Ic^O et o^p©p'^v©p (p '^ v lr c ,(/o-o 



avec w = et 





ce qui nous ramène à montrer la proposition suivante : 

Proposition 3.5. Soient C et C deux familles de courbes avec des résolutions de la 
forme : 

O^P*^ N(BL JUl c (h)^0 et 0^p t{ ^ } N®L>JÛl c ,(h')^0 

où P, L, V sont libres sur Ra, où le faisceau associé à N est localement libre et où la flèche 
<p : P — > N est la même pour les deux suites. Alors, on passe de C à C par un nombre fini 
de biliaisons élémentaires. 

Démonstration, (de 3.5) Elle procède par récurrence sur rangL = rang!/ et nécessite 
plusieurs lemmes. Dans tous ces lemmes les hypothèses sur les modules P et N seront 
celles de 3.5 : P est libre sur Ra et le faisceau associé à N est localement libre sur P^. 
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Si s est une section d'un faisceau T sur on note s l'image de s dans T ®a k(t). 
On pose R = Ra ©a k(t). 

Rappelons, cf. 1.6, que si on a une courbe C contenue dans une surface Q d'équation 
Q, plate sur A, un entier h > et un élément H G i?°(P 3 , Op(h)) tel que la multiplication 
par H, uh '■ Oq{—K) — > Oq, soit injective dans la fibre fermée, on obtient une courbe C , 
avec une biliaison élémentaire triviale de C à C, en prenant pour Oq> le co noyau de uh et 
qu'alors l'idéal de C est HIq + (Q). La traduction de ce résultat est le lemme suivant : 

Lemme 3.6. Soit C une famille de courbes admettant une résolution : 

P J^ N JUl c - 0. 

Soient a et h des entiers avec a > et h > et soit Q G H°(P A , Jc{a)) tel que Q ^ 0. Alors 
la famille de surfaces Q définie par Q est plate sur A et il existe H e H°(P A , Oj>(h) ) = Ra,h 
tel que H et Q soient sans facteur commun dans R. L'élément H permet de faire une 
biliaison élémentaire triviale de hauteur h sur Q et on obtient une famille de courbes C 
qui a une résolution : 

O^P® R A (-a)^UN © R A (h - af^hcih) -> 




/ 

-H 



où f vérifie p(f) = Q. 



Démonstration. Puisque Q est non nul, Q n'est pas diviseur de dans Ra et la famille 
de surfaces définie par Q est plate sur A. Il est clair qu'on peut trouver un H convenable. 
Puisque H et Q n'ont pas de facteur commun, la multiplication par H : Oq{—K) — > Oq 
est injective dans la fibre fermée. On peut donc faire une biliaison élémentaire triviale et 
on obtient une famille de courbes C telle que le = HIq + (Q)- On écrit alors Q = p(f) 
avec / G iV a et on vérifie que le a la résolution annoncée. 

Le lemme suivant est le cas particulier de 3.5 où l'on suppose L et V de rang 1 et 
dét ip non nul au point fermé. 

Lemme 3.7. Soient C, C des familles de courbes avec des résolutions de la forme : 

O^P'^'JV® r a {-o)JL>i c o, 

^p t{ ^ } N © R A (-a')^Ie(a - a') -> 

avec a' < a. Soit Q G Ra un déterminant de (p (Q est un élément homogène de degré a de 
Ra, défini à un élément inversible de A près). On a les propriétés suivantes : 
1 ) Les flèches p et p' sont de la forme p = (cr Q) et p' = (a' Q). 

2) Si, de plus, on a Q ^ 0, on passe deC àC par un nombre fini de biliaisons élémentaires. 

Démonstration. 1) En vertu du théorème de Hilbert-Burch les flèches p et p' sont données 
localement par les mineurs de t (ip a) et t ((p a'), donc sont de la forme annoncée. 
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2) Supposons d'abord qu'on a a' = a. Puisque Q est non nul, la famille de surfaces Q 
définie par Q est plate sur A. Les idéaux Iq/q et Ic/Q ont alors tous deux une résolution 
de la forme 

p^ N _> I c/Q - Q, 



donc sont tous deux isomorphes à Coker<^ et on a un isomorphisme u : Ic/Q ~^ Ic/Q 
c'est-à-dire encore une biliaison élémentaire de hauteur qui passe de C à C. 

Si a' est < a on prend H G H°(P\, Op(a — a')) tel que H et Q soient sans facteur 
commun et on effectue la biliaison élémentaire triviale de hauteur h = a — a' définie par Q 
et H (cf. 3.6). On obtient une courbe Ci avec la résolution donnée par 3.6 : 





a 



P © R A (-a)^N © R A (-a) © R A (-a') -> I Cl (a - a') 
° \ 



1 



. On vérifie qu'on peut simplifier le terme R A (— a) pour obtenir la 



\0 -H) 



avec ip = 
résolution 

La conclusion résulte alors du cas a = a' appliqué à C et Ci 



- P^N © R A (-a') iH ^ } I Cl (a - a') -, 0. 



Nous abordons maintenant le cas Q = 0. 
Lemme 3.8. Soit C une famille de courbes avec une résolution de la forme : 

0^p t{ ^ } N®R A (-a)^Ic^0- 
On suppose qu'on a Q = 0. 

Il existe b G N tel que, pour (s, H, H', (3) général dans Nb x R\ b _ a x Hom r a (P, R A (—a)), 

les conditions suivantes sont réalisées : 

/ (p s\ / <p s \ 

(i) les images de dét et dét dans R sont non nulles, 

\a H) \0 H'J 

(ii) H' et a ( s) + QH sont sans facteur commun, 

(iii) il existe une famille plate C de courbes admettant la résolution : 

-> P © R A (-b)^N © R A (-a) 2 I c ,(b - a) -> 



avec ip 



/if s \ 

a H 
\(3 H'J 



et on passe de C à C par un nombre fini de biliaisons élémentaires. 



Démonstration. Chaque condition étant "ouverte modulo m A (pour (i) et (ii) c'est 
immédiat, pour (iii), cf. par exemple [MDP1] II 1.2), il suffit de vérifier séparément qu'elle 
est non vide. 
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Soient C la fibre de C au-dessus du point fermé et M le faisceau associé à N. Remar- 
quons d'abord que l'homomorphisme TV* — > Je induit par a n'est pas nul puisque C est une 
courbe. En vertu du théorème de changement de base il existe b > a tel que H°J\f(b) = Nf,, 
que l'homomorphisme H Af(b) — > H Âf(b) soit surjectif et que H°7\F(b) — > H G Jc(b) soit 

ip s 

non nul, donc il existe s G Nj, tel que cx(s) 7^ 0. Le déterminant de 



a H 



est égal 



à a(s) + QH = F et n'est pas nul dans R puisque Q = 0. En prenant aussi /? = a et 
iï"' = H, on voit que la condition (i) n'est pas vide. 

Soient s et H vérifiant (i). On choisit H' dans R.A,b-a tel que F et H soient sans 
facteur commun (cf. 3.6) ce qui donne (ii) et on fait avec H' une biliaison élémentaire 
triviale de hauteur b — a sur la famille de surfaces définie par F. Le lemme 3.6 donne une 
courbe C[ admettant la résolution annoncée en (ni) avec (3 = 0. Pour (3 général on a encore 

ip s 

une courbe C . En vertu de 3.7, comme dét 



a H 



est non nul, on passe de C[ à C 



(donc aussi de C à C) par un nombre fini de biliaisons élémentaires. 

Nous pouvons maintenant prouver 3.5 dans le cas L = V = Ra(—(i). 
Lemme 3.9. Soient C et C deux familles de courbes avec des résolutions de la forme 



- P t{ ^ } N © R A (-af-^ } I r - 0. 
Alors on passe de C à C par un nombre fini de biliaisons élémentaires. 

Démonstration. Si Q est non nul on applique 3.7. Sinon, il existe b G N et (s, H, H', (3) 

dans N b x R\ b _ a x Hom Ra (P, Ra(—o,)) qui vérifient les conditions du lemme 3.8 pour C 
et pour C . 

Soit ip (resp. i//) : P ® RA(—b) — > N © Ra(— a) 2 donné par la matrice 





S \ 




(<P 


s \ 


a 


H 


(resp. 


a' 


H 


\0 


H') 




u 


H'j 



de 



Alors ip (resp. ip') définit une famille de courbes Ci (resp. C[). Puisque le déterminant 
V s \ 

n'est pas nul dans R, on passe de Ci à C[ par une biliaison élémentaire en 

(3 H'J 

vertu de 3.7. Mais, d'après 3.8, on passe aussi de C à Ci (resp. de C à C[) par une biliaison 
élémentaire, d'où le résultat. 

Il ne reste plus qu'à terminer la démonstration de 3.5. 

On pose L = Ra(-cli) © • • • Ra(— a r ) et L' = R A {—b\) © • • • RA(—b r ) avec ai < 02 < 
• • • < a r et bi < bi < • • • < b r et on peut supposer a r < b r . Soient Q[, ■ ■ ■ ,Q' r les images 



19 



des R,A(—bj) dans Ic(h'). On raisonne par récurrence sur r. Le cas r = est évident. 
Supposons l'assertion établie pour r — 1. 

1) Premier cas : On suppose qu'il existe i,j tels que ai = bj. 

Soient ai et a'j les lignes d'indice i,j dans a et a'. Il existe un homomorphisme 
w : P — > eij) = RA(-bj) tel que si on remplace ccj (resp. a^) par w dans a (resp. a') 

le conoyau du morphisme est encore l'idéal tordu d'une famille de courbes F (resp. r'). En 
effet l'ensemble des w convenables est un ouvert non vide de Hom (P, Ra{— ai))®Ak. Alors, 
le lemme 3.9 montre que C et F (resp. C et F') sont dans la même classe de biliaison et 
l'hypothèse de récurrence montre qu'il en est de même de F et r', ce qui permet de conclure. 

2) Deuxième cas : On suppose a r < b r et l'un des Qj non nul. 

Comme on a bj < b r , quitte à faire un changement de base dans L' (ce qui ne change 
pas (p), on peut supposer Q' r non nul. 

On effectue une biliaison élémentaire triviale sur la surface (plate) définie par Q' r , 
de hauteur b r — a r et on obtient une courbe C". En utilisant 3.6 et un raisonnement de 
simplification comme celui utilisé dans la preuve de 3.7, on voit que C" a une résolution de 
la même forme que C , avec le même (p, mais où b r est remplacé par a r et on est ramené 
au premier cas (attention a r n'est plus nécessairement le plus grand des bj). 

3) Troisième cas : On suppose a r < b r et les Q'j tous nuls. 

Soient C et d les fibres fermées des familles C et C. On a la suite exacte V^—ffÂ! — > 
Jç'(h') — > et, avec la résolution de Jç{h) on en déduit qu'on a une surjection Jç{h) — > 

Jç'(h') ce qui n'est possible que si C = d et h = h'. Mais alors, si on regarde les résolutions 

de C et C obtenues par réduction modulo m a, l'égalité des cohomologies de C et C montre 
l'égalité des ai et b{, ce qui est absurde. 

Remarque 3.10. La preuve de la condition nécessaire est encore valide lorsque le corps 
résiduel k(t) de A est fini. En revanche pour la condition suffisante, les assertions 
d'existence de la preuve de 3.4 utilisent l'hypothèse que k(t) est infini. Si k(t) est fini, 
la conclusion de 3.4 est vraie sur un anneau B local fini et étale sur A. 

e) Liaison impaire. 

Les résultats précédents permettent aussi de donner un théorème dans le cas de la 
liaison impaire : 

Théorème 3.11. On suppose A local. Soient C et C deux familles plates de courbes 
paramétrées par A, munies de résolutions de type N (resp. E), avec des faisceaux Af, Af' 
(resp. S, S'). Alors, C et C sont liées par un nombre impair de liaisons élémentaires si et 
seulement si Af et S' v sont pseudo-isomorphes à décalage près ou encore si et seulement si 
Af' et £ v sont pseudo-isomorphes à décalage près. 

Démonstration. Supposons d'abord C et C reliées par une chaîne de courbes Cq = 
C, Ci, ■ ■ ■ , C2n, ^2n+i = C, dans laquelle on passe de Ci à Ci+i par une liaison élémentaire. 
Alors, on sait (cf. 2.24) que £2™ admet une résolution de type E dont le faisceau £2n est 
Af' y {—s — t). Comme C et Cin sont biliées en vertu de 1.8, il résulte de 3.2 que £ v et 
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Af'(—s — t) sont pseudo-isomorphes à décalage près. Pour l'autre assertion on applique 
2.24 à C et Ci. 

Supposons maintenant, par exemple, M et S' v sont pseudo-isomorphes à décalage 
près. On fait une liaison qui passe de C à Ci (cf. 1.4). Alors, Ci a une résolution de type 
E avec pour Si un décalé de A/" v (cf. 2.24) et donc M pseudo-isomorphe à £' y (cf. 2.3). 
Il résulte alors de 3.2 que Ci et C sont biliées, donc que l'on passe de l'une à l'autre par 
un nombre pair de liaisons élémentaires (cf. 1.8), donc de C à C par un nombre impair de 
liaisons élémentaires. 

f) Cas de la dimension quelconque. 

La définition des pseudo-isomorphismes se généralise comme suit dans le cas de la 
dimension n > 3 : 

Définition 3.12. Soient M et Af' des faisceaux cohérents sur et plats sur A et soit 
f un morphisme de M dans Af' . On dit que f est un pseudo-isomorphisme s'il induit : 

0) un isomorphisme de fondeurs H°(Af(n) ®a .) — > H°(Af'(n) <S>a •) pour tout n < 0, 

1) un isomorphisme de fondeurs Hl(Af <S>a •) — ► Hl(Af' ®a •) pour 1 < i < n — 2 et 

2) un monomorphisme de fondeurs i7"~ 1 (A/' ®a •) — ► -ff"~ 1 (A/' / <S>a •)• 

Deux faisceaux cohérents sur P^ et plats sur A seront dits pseudo-isomorphes s'il existe 
une chaîne de psi qui les joint : 

M = N -> M ^ N 2 -> ^ < ► A/" 2p _i <- M 2p = W . 



On généralise sans difficulté l'ensemble des définitions et des résultats ci-dessus et on 
obtient le théorème suivant : 

Théorème 3.13. Soient C et C deux familles plates de sous-schémas de P n (n > 3), 
de pure codimension 2, sans composantes immergées, paramétrées par l'anneau local A, 
munies de résolutions de type N (resp. E), avec des faisceaux M, M' (resp. S, S'). Alors, 
C et C sont dans la même classe de biliaison si et seulement si Af et Af' sont pseudo- 
isomorphes, à décalage près (resp. si £ v et £' v sont pseudo-isomorphes, à décalage près). 
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